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Zwykle otrzymanie réwnania na stala réwnowagi zalezy od wpro-
wadzenia pojecia potencjalu chemicznego. W tym artykule jednak stata
rownowagi bedzie wywiedziona z entropii mieszania, ktora jest duzo tatwiejsza
do wyobrazenia (zilustrowania). Nowatorskim nastepstwem tego podejscia
jest mozliwo$é¢ zweryfikowania drugiej zasady termodynamiki przez matem-
atyczny dowdd tego, ze energia Gibbsal osiaga minimum w réwnowadze.

Jak zostanie udowodnione ponizej, przy zalozeniu, ze przyblizenie
Stirlinga jest spelnione, energia Gibbsa osiaga minimum (badz réwnoznacz-
nie: catkowita entropia bedzie maksymalna), po prostu dlatego, ze stan
mieszany jest bardziej prawdopodobny. Dowdd opiera sie tylko na spelnieniu

przyblizenia Stirlinga:
1
In(n!) ~ (n—l— 5) Inn—n+Inv2r =~ nlnn—n

Wiadomym jest, ze jest ono wyjatkowo doktadne pod warunkiem, ze
operuje sie na duzych liczbach. Termodynamika jest dziedzina, dla ktorej
zalozenie to jest w istocie zasadne. Dowdd ten pasuje dobrze (natural-
nie) do drugiej zasady termodynamiki w sformulowaniu Lewisa i Randalla
[1]: ,,Kazdy uklad pozostawiony sobie, globalnie, zmieni sie w kierunku
warunkéw odpowiadajacych najwiekszemu prawdopodobienstwu.” W nas-
tepstwie, jesli przyblizenie jest niedokladne, np. kiedy liczby sa mate, takze
druga zasada termodynamiki traci sens: jest wiadomym, ze przewidywanie

zachowania sie pojedynczych atoméw czy czasteczek jest niewlasciwe.?

"W polskiej literaturze zamiast terminu ,,energia Gibbsa” czedciej uzywa sie pojecia

entalpia swobodna”. [przyp. thum.]
27Znane sa potwierdzenia doswiadczalne tego faktu dla maltych ukladéw i krétkiej skali

czasowej — patrz np. G. M. Wang, E. M. Sevik, E. Mittag, D. J. Searles, D. J. Evans,
Phys. Rev. Lett. 89 050601 (2002). [przyp. thum.]



W ostatnim artykule Logan [2] pokazal, ze entropia mieszania jest
kluczowym czynnikiem decydujacym o stanie rownowagi w ukladzie jed-
norodnym. Zrobit to przez wybdr kilku szczegélnych przypadkéw. W tym
artykule jego wnioski zostana poparte dowodami dla przypadku ogdlnego.
Zostanie pokazane, ze to podej$cie pozwoli znalezé réwnanie izotermy [3],
ktora ilosciowo opisuje stan rownowagi. Nowatorskim nastepstwem jest to, ze
postac stalej rownowagi jest warunkowana wprost przez entropie mieszania.
Przed opisem szczegdtow warto jest przedstawié¢ kilka spotykanych blednych
przekonan: po pierwsze dotyczace réznicy pomiedzy zmiana standardowej
energii Gibbsa i zmiana energii Gibbsa, a po drugie dotyczace podkreslenia
przyczyny przemiany chemicznej.

Zmiana standardowej energii Gibbsa (AG) jest zmiana energii Gibbsa
na jednostkowa ilos¢ substancji, kiedy czyste substraty daja czyste pro-
dukty [4], w danej temperaturze. Jest bardzo pomocnym, jednakze sto-
sunkowo rzadkim, wykreslenie energii Gibbsa jako funkcji liczby postepu
reakcji. Pojecie liczby postepu reakeji, ¢, jest Scisle zdefiniowane [5], patrz
dalej réwnanie (5), tak wiec ¢ = 0 mol odpowiada czystym substratom,
a ( = 1 mol czystym produktom. W zwiazku z tym jasne jest, ze na wykre-
sie zalezno$ci energii Gibbsa od liczby postepu reakcji (Rys. 1.) AG® jest
nachyleniem przerywanej linii laczacej punkty dla ¢ = 0 i 1 mol. Kazda
zmiana energii Gibbsa, AG, jest zmiana energii Gibbsa na jednostkowa ilosé
substancji, przy zadanym skladzie 3|, w danej temperaturze. Wida¢ to na
Rys. 1. jako nachylenie linii dla pewnej liczby postepu reakcji, na przyktad
dla ¢ = 0.2 mol. Od razu mozna zauwazy¢, ze oznaczenie tej energii Gibbsa
jest niefortunne, dlatego, ze w rzeczywistosci to jest wielko$¢ rézniczkowa,
wyznaczona dla zadanego skladu, podczas gdy oznaczenie sugeruje, wnioskujac
na podstawie symboli stosowanych w matematyce, skonczona réznice. Takie
oznaczenie moze byloby lepsze od rézniczkowego (0G/0(), odstraszajacego
chemikéw o mniejszych inklinacjach matematycznych. Rzeczywiscie tylko
w niektérych pracach wielko$é ta ze zmienionym znakiem (powinowactwo

chemiczne, —9G/IC) jest wprowadzana [6]. Jako szczegdlny przyktad roz-
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Rysunek 1: Nachylenie przerywanej linii jest zmiana standardowej energii
Gibbsa i wynosi —3,5 kJmol™!; nachylenie grubej linii jest zmiana energii
Gibbsa (przy ¢ = 0,2 mol). Minimum energii Gibbsa wynosi —5,49kJ przy
¢ = 0,670 mol.

wazmy réownowage estryfikacji
CH3;COOH + CyH;0H = CH;COOCyCs + H,O

dla ktérej AG® = —3,5kJmol™! (dla 298 K), Rys. 2. Powszechne, ale btedne
jest méwienie, ze ,,reakcja biegnie, poniewaz zmiana standardowej energii

2

Gibbsa jest ujemna.” Prawda jest, ze w rownomolowym roztworze wszyst-
kich czterech substancji powstaje wiecej estru i wody kosztem kwasu i alko-
holu, poniewaz przy ¢ = 0,5 mol nachylenie G /0( jest ujemne. Jednakze
przy ¢ = 0,9 mol nachylenie 0G/9( jest dodatnie: przy tym skladzie ester
i woda daja kwas i alkohol! Na lewo od minimum reaguje kwas z alkoholem,
podczas gdy na prawo od minimum reaguje ester z woda. Samorzutna zmi-
ana zachodzi w kierunku wyznaczonym przez minimum energii Gibbsa [3],
ktory zostal wskazany przez strzalki na Rys. 2. W minimum nie zachodza
zadne efektywne zmiany — uklad osiagnat rownowage chemiczna. Rownowaga

chemiczna zatem odpowiada skladowi w minimum energii Gibbsa, gdzie

9G/A¢ = 0.
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Rysunek 2: Reakcja zachodzi w kierunku minimum energii Gibbsa. Rysunek

ten zostal wykonany dla reakcji estryfikacji, dla ktérej AG® = —3,5kJ mol .

Druga, podkreslana przyczyna chemicznej zmiany jest czesto mylona.
Wstep do ksiazki Warna o termodynamice w chemii [7] jest dobrze napisany,
choé¢ zawiera znaczacy blad. Autor pisze na stronie 2, ze sa dwa prawa
rzadzace zmiana: jedno, ze energia dazy do minimum i drugie, ze entropia
dazy do maksimum. Kluczowym dla zrozumienia jest, ze nie ma zasady
mowiacej o minimalizacji energii, zaréwno w fizyce jak i chemii, jakkolwiek
taki obraz moze jawi¢ sie jako wiarygodny. Wyobrazmy sobie pitke toczaca
sie¢ w dolinie pomiedzy dwoma wzgérzami. Jest wiadomym, ze w realnym
Swiecie pitka stopniowo stoczy sie by ostatecznie zatrzymac sie w dolinie
(osiagna¢ minimum energii). Jednakze w idealnym $wiecie (szczegdlnie u-
kochanym przez matematykéw), w ktérym brak jest tarcia miedzy pitka
i powierzchnia, pitka bedzie po prostu oscylowa toczac sie na dét i do géry bez
korica. Ona nie szuka polozenia odpowiadajacego minimum energii. Przy-
czyna, dla ktoérej pitka zatrzymuje sie w dolinie jest tarcie rozpraszajace en-
ergie, przekazujace ja otoczeniu. Jedynym prawem rzadzacym zmianami
jest to, ze entropia, ktéra mierzy rozpraszana energie [4], dazy do maksi-
mum. Dlatego waznym jest, zeby mie¢ swiadomos¢, ze minimalizacja energii

Gibbsa jest tylko konwencja, aczkolwiek bardzo wygodna. Jednakze, rzeczy-
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Rysunek 3: Zmiana energii Gibbsa dla réwnowagi A + B & C + D,
AG® = 0. Minimum energii Gibbsa —3,43kJ przypada przy ¢ = 0,500 mol.

wista przyczyna dazenia energii Gibbsa do minimum jest to, ze: calkowita
entropia uktadu i otoczenia dazy do maksimum.

Zeby otrzymaé wyrazenie na stala réwnowagi, energia Gibbsa musi
by¢ napisana jako suma dwoch czynnikow: pierwszym czynnikiem jest liczba
postepu reakcji pomnozona przez zmiane standardowej energii Gibbsa. Drugi
czynnik jest spowodowany mieszaniem sie substratéw i produktéw [2, 3].
(Entropii mieszania nie ma w przypadku réwnowagi heterogenicznej i dlatego
dla takich ukladéw, jak to wskazuje Logan [2|, sumaryczna reakcja moze

zachodzi¢, inaczej niz w przypadku réwnowagi homogeniczne;. )
G = (AG® — TAS iz (1)

Jest jasnym, ze nawet w szczegdlnym przypadku, kiedy AG® jest réwne
zero, dla prostej homogenicznej réwnowagi A + B = C' + D zmiana moze
zachodzi¢ dzieki entropii mieszania. Fizycznym wytlumaczeniem tego jest
fakt, ze mieszanina A z B jest bardziej uprzywilejowana ze wzgledu na en-
tropie niz substancje A i B oddzielnie. Dla takiego przypadku energia Gibbsa
zmieniataby sie jak na Rys 3. Minimum wystepuje przy ¢ = 0,5 mol, co jest

zgodne z intuicja. Roézniczkujac réwnanie (1) po liczbie postepu reakeji ¢



(przy stalej temperaturze)

0G _ age - pP80m

o o (2)

Ogolne wyrazenie na doskonata entropie mieszania pochodzi z réwnania
Boltzmana S = kIn W, uzywajacego liczby sposobow rozkladu rézréznialnych
czasteczek po zastosowaniu przyblizenia Stirlinga. Jest to jasno wytlumaczone
na stronie 281 w pracy Lewisa i Randalla [1]. (My zakladamy ponadto stale
ci$nienie i temperature.) W obecnym rozumowaniiu nie sa przyjete zadne
inne zalozenia ani przyblizenia. Ich réwnanie (21.5) moze by¢ przepisane

w nastepujacy sposob
ASmiz = —Rf, [ = an In(n;/n) = an Inn; —nlnn  (3)
J J

gdzie R jest staly gazowa, n; jest iloScig substancji (w molach) kazdego
sktadnika j, a n jest catkowita iloscia substancji — suma poszczegdlnych ilosci
n;. Zeby policzyé¢ drugi czlon réwnania (2) potrzebujemy reguly lanicucha

dla pochodnych czastkowych funkcji f

i =2 (o) () @

Drugi nawias mozna zidentyfikowac na podstawie definicji liczby postepu

reakcji (5), ¢ = On; /nu;, gdzie nu; jest wspotezynnikiem stechiometrycznym
reagenta i (np. +2 dla NHz, —1 dla Ny, —3 dla Hy w réwnaniu syntezy
Habera-Boscha Ny + 3Hy = 2NH3)

ani
= ; 5
- )
Uzywajac wyrazenia na funkcje f z réwnania (3) i rézniczkujac przy
zalozeniu stalego n;, pierwszy nawias w réwnaniu (4) moze by¢ przeksztalcony
of 14

n
o _n—i—i—lnni—ﬁ—lnn—ln(ni/n)—1n$z' (6)

30pis mozna znalezé w podstawowych podrecznikach matematyki.



Koncowa elegancka postac¢ tego réwnania wykorzystuje definicje utamka mo-
lowego x; = n;/n. Podstawiajac réwnanie (5) i (6) do réwnania (4) daje
nastepujacy wynik, ktory nastepnie moze by¢ przepisany z wykorzystaniem

wlasciwosci logarytmow
g:ZVilna:i:ZIwazlonw (7)
8<’ - - 1 ; 1

Potaczenie réwnan (2), (3) i (7) daje ostateczny wynik

5 = AG +RT6<_AG +RTln1:[mi (8)

Jak stwierdzono powyzej, réwnowaga chemiczna ma miejsce, kiedy energia

Gibbsa jest w minimum, czyli 0G/0¢ = 0. Z réwnania (8), zachodzi to kiedy
AGE = —RTIn K 9)

gdzie

K =]]ar (10)

Réwnanie (9) jest izoterma [3]. Jednakze pojawia sie nowa cecha réwnania na
stala réwnowagi (10) zalezy ona wprost od entropii mieszania. (Zazwyczaj
spotykana posta¢ K, dla reakcji gazowych otrzymana przy wykorzystaniu
prawa Daltona dla gazéw doskonatych, p; = x;p, zauwazajac, ze koniecznym
dla zdefiniowania standardowej energii Gibbsa jest state calkowite cisnienie
réwne cisnieniu jednostkowemu, np. 1 bar.)

Graficznie jest to intuicyjnie jasne, ze energia Gibbsa przechodzi przez
minimum, jednakze dotychczasowe argumenty pokazuja jedynie, ze prze-
chodzi ona przez punkt zwrotny [thum.: osiaga ekstremum]. Luka ta wymaga
uzupehienia: druga pochodna musi zostac¢ obliczona, gdyz musi by¢ pokazane,
ze jest ona dodatnia. Jak Deumie i in.[8] zauwazaja w tym czasopismie, ten
istotny krok jest rzadko podejmowany.

Szczegdlowe matematyczne rozumowanie pokaze, ze druga pochodna

jest w istocie dodatnia w kazdym przypadku. Ten matematyczy wniosek



zapewniony, daje réwnoczesnie wyrazenie na entropie mieszania i jest nie-
zalezny od zadnego prawa fizycznego, nie wylaczajac drugiej zasady termo-
dynamiki, decyduje o tym, ze reakcja biegnie w kierunku minimum energii
Gibbsa.
Z réwnania (8) mozna zobaczy¢, ze
2 2

% = RT g—c‘é (11)
Zauwazmy, ze ten wynik jest niezalezny od wielkosci i znaku zmiany stan-
dardowej energii Gibbsa. Jedynym decydujacym czynnikiem jest entropia
mieszania. Jako, ze RT nie moze by¢ ujemne, dowodzac ze, 0f/9C? jest
dodatnie stanowi jednoczesnie dowdd, ze energia Gibbsa ma minimum.

Z réwnania (7)

7 A

f’zg—éZZVilnxi:ZVi(ni/n):Zyi(lnni—lnn) (12)

Jeszcze raz jest potrzebna regula tancucha. Dla jasnosci suma tym razem

bedzie przebiega¢ po indeksie j

82f B af’ B af anj
a2 (o) (3) (13)

J

Pierwszy nawias z réwnania (13) mozna latwo wyznaczy¢ pamietajac, ze

n zawiera n;:
of vy (D)

on; n; n (14)

Drugi nawias z réwnania (13) mozna znalez¢ stosujac réwnanie (5). Polaczone

z réwnaniem (14) — daje to

J
W ostatnim kroku zauwazymy, ze dwa sumowania Y, v; i >, v; sa

identyczne. Teraz zajmiemy sie drugim czlonem réwnania (15). Po pierwsze



dokonajmy zatem waznej aczkolwiek najwyrazniej trywialnej zmiany.

() <(m)

Bedzie to prawda tak dlugo jak przynajmniej dwie wartosci v; beda mialy
przeciwny znak, co jest zapewnione, gdyz reakcje chemiczne maja przynajm-
niej jeden substrat i jeden produkt! Wstawienie nieréwnosci (16) do réwnania
(15) daje:

0¢? n

3 2 (2)- () (1)

Nieréwnos¢ Cauchy-Schwarza [9], ktéra zachodzi dla liczb rzeczywistych a; i

() <(2e)(50) o

Uzywajac oznaczen a; = (|v|/\/n;) 1 b; = /n; nieréwnos¢ (18) moze by¢

b; ma postac:

zastosowana, a po uwzglednieniu, ze |v;]? = v]? przybierze postac:

()~ (52 (D) )

J
Jako, ze drugi nawias w tym wyrazeniu jest po prostu catkowita iloscia sub-

stancji n, podzielenie przez n prowadzi do

)

Podstawienie réwnania (20) do nieréwnosci (17) pokazuje, ze czton 92 f /9¢?
jest dodatni a zatem, ze energia Gibbsa jest w minimum w réwnowadze.
Wychodzac z entropii mieszania zostalo pokazane, ze energia Gibbsa
wykazuje minimum; przy jedynym znaczacym zalozeniu bedacym przyblize-
niem Stirlinga.
Wyglada na to, ze jemu wspolczesni wykazali sie dalekowzrocznoscia

grawerujac jego réwnanie na nagrobku Ludwiga Boltzmanna. Podajac jego



réwnanie ma si¢ matematyczna pewnosé, ze energia Gibbsa osiagnie mini-
mum w wyniku reakcji chemicznej. Jest wlasciwym odda¢ ostatnia uwage
Boltzmannowi [1], ktéry przypisat gléwny pomyst Gibbsowi: , niemozliwosé
nieskompensowanego spadku entropii wydaje sie by¢ sprowadzane do niepraw-

dopodobienstwa” [~ entropia nie moze maleé¢, przyp. tlum.].
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