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Zwykle otrzymanie równania na sta l ↪a równowagi zależy od wpro-

wadzenia poj ↪ecia potencja lu chemicznego. W tym artykule jednak sta la

równowagi b ↪edzie wywiedziona z entropii mieszania, która jest dużo  latwiejsza

do wyobrażenia (zilustrowania). Nowatorskim nast ↪epstwem tego podej́scia

jest możliwość zweryfikowania drugiej zasady termodynamiki przez matem-

atyczny dowód tego, że energia Gibbsa1 osi ↪aga minimum w równowadze.

Jak zostanie udowodnione poniżej, przy za lożeniu, że przybliżenie

Stirlinga jest spe lnione, energia Gibbsa osi ↪aga minimum (b ↪adź równoznacz-

nie: ca lkowita entropia b ↪edzie maksymalna), po prostu dlatego, że stan

mieszany jest bardziej prawdopodobny. Dowód opiera si ↪e tylko na spe lnieniu

przybliżenia Stirlinga:

ln(n!) ≈
(

n +
1

2

)
ln n− n + ln

√
2π ≈ n ln n− n

Wiadomym jest, że jest ono wyj ↪atkowo dok ladne pod warunkiem, że

operuje si ↪e na dużych liczbach. Termodynamika jest dziedzin ↪a, dla której

za lożenie to jest w istocie zasadne. Dowód ten pasuje dobrze (natural-

nie) do drugiej zasady termodynamiki w sformu lowaniu Lewisa i Randalla

[1]: ,,Każdy uk lad pozostawiony sobie, globalnie, zmieni si ↪e w kierunku

warunków odpowiadaj ↪acych najwi ↪ekszemu prawdopodobieństwu.” W nas-

t ↪epstwie, jeśli przybliżenie jest niedok ladne, np. kiedy liczby s ↪a ma le, także

druga zasada termodynamiki traci sens: jest wiadomym, że przewidywanie

zachowania si ↪e pojedynczych atomów czy cz ↪asteczek jest niew laściwe.2

1W polskiej literaturze zamiast terminu ,,energia Gibbsa” cz ↪eściej używa si ↪e poj ↪ecia

entalpia swobodna”. [przyp. t lum.]
2Znane s ↪a potwierdzenia doświadczalne tego faktu dla ma lych uk ladów i krótkiej skali

czasowej – patrz np. G. M. Wang, E. M. Sevik, E. Mittag, D. J. Searles, D. J. Evans,

Phys. Rev. Lett. 89 050601 (2002). [przyp. t lum.]
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W ostatnim artykule Logan [2] pokaza l, że entropia mieszania jest

kluczowym czynnikiem decyduj ↪acym o stanie równowagi w uk ladzie jed-

norodnym. Zrobi l to przez wybór kilku szczególnych przypadków. W tym

artykule jego wnioski zostan ↪a poparte dowodami dla przypadku ogólnego.

Zostanie pokazane, że to podej́scie pozwoli znaleźć równanie izotermy [3],

która ilościowo opisuje stan równowagi. Nowatorskim nast ↪epstwem jest to, że

postać sta lej równowagi jest warunkowana wprost przez entropi ↪e mieszania.

Przed opisem szczegó lów warto jest przedstawić kilka spotykanych b l ↪ednych

przekonań: po pierwsze dotycz ↪ace różnicy pomi ↪edzy zmian ↪a standardowej

energii Gibbsa i zmian ↪a energii Gibbsa, a po drugie dotycz ↪ace podkreślenia

przyczyny przemiany chemicznej.

Zmiana standardowej energii Gibbsa (∆G) jest zmian ↪a energii Gibbsa

na jednostkow ↪a ilość substancji, kiedy czyste substraty daj ↪a czyste pro-

dukty [4], w danej temperaturze. Jest bardzo pomocnym, jednakże sto-

sunkowo rzadkim, wykreślenie energii Gibbsa jako funkcji liczby post ↪epu

reakcji. Poj ↪ecie liczby post ↪epu reakcji, ζ, jest ścísle zdefiniowane [5], patrz

dalej równanie (5), tak wi ↪ec ζ = 0 mol odpowiada czystym substratom,

a ζ = 1 mol czystym produktom. W zwi ↪azku z tym jasne jest, że na wykre-

sie zależności energii Gibbsa od liczby post ↪epu reakcji (Rys. 1.) ∆G	 jest

nachyleniem przerywanej linii  l ↪acz ↪acej punkty dla ζ = 0 i 1 mol. Każda

zmiana energii Gibbsa, ∆G, jest zmian ↪a energii Gibbsa na jednostkow ↪a ilość

substancji, przy zadanym sk ladzie [3], w danej temperaturze. Widać to na

Rys. 1. jako nachylenie linii dla pewnej liczby post ↪epu reakcji, na przyk lad

dla ζ = 0.2 mol. Od razu można zauważyć, że oznaczenie tej energii Gibbsa

jest niefortunne, dlatego, że w rzeczywistości to jest wielkość różniczkowa,

wyznaczona dla zadanego sk ladu, podczas gdy oznaczenie sugeruje, wnioskuj ↪ac

na podstawie symboli stosowanych w matematyce, skończon ↪a różnic ↪e. Takie

oznaczenie może by loby lepsze od różniczkowego (∂G/∂ζ), odstraszaj ↪acego

chemików o mniejszych inklinacjach matematycznych. Rzeczywíscie tylko

w niektórych pracach wielkość ta ze zmienionym znakiem (powinowactwo

chemiczne, −∂G/∂ζ) jest wprowadzana [6]. Jako szczególny przyk lad roz-
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Rysunek 1: Nachylenie przerywanej linii jest zmian ↪a standardowej energii

Gibbsa i wynosi −3, 5 kJ mol−1; nachylenie grubej linii jest zmian ↪a energii

Gibbsa (przy ζ = 0, 2 mol). Minimum energii Gibbsa wynosi −5, 49 kJ przy

ζ = 0, 670 mol.

ważmy równowag ↪e estryfikacji

CH3COOH + C2H5OH � CH3COOC2C5 + H2O

dla której ∆G	 = −3, 5 kJ mol−1 (dla 298 K), Rys. 2. Powszechne, ale b l ↪edne

jest mówienie, że ,,reakcja biegnie, ponieważ zmiana standardowej energii

Gibbsa jest ujemna.” Prawd ↪a jest, że w równomolowym roztworze wszyst-

kich czterech substancji powstaje wi ↪ecej estru i wody kosztem kwasu i alko-

holu, ponieważ przy ζ = 0, 5 mol nachylenie ∂G/∂ζ jest ujemne. Jednakże

przy ζ = 0, 9 mol nachylenie ∂G/∂ζ jest dodatnie: przy tym sk ladzie ester

i woda daj ↪a kwas i alkohol! Na lewo od minimum reaguje kwas z alkoholem,

podczas gdy na prawo od minimum reaguje ester z wod ↪a. Samorzutna zmi-

ana zachodzi w kierunku wyznaczonym przez minimum energii Gibbsa [3],

który zosta l wskazany przez strza lki na Rys. 2. W minimum nie zachodz ↪a

żadne efektywne zmiany – uk lad osi ↪agn ↪a l równowag ↪e chemiczn ↪a. Równowaga

chemiczna zatem odpowiada sk ladowi w minimum energii Gibbsa, gdzie

∂G/∂ζ = 0.
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Rysunek 2: Reakcja zachodzi w kierunku minimum energii Gibbsa. Rysunek

ten zosta l wykonany dla reakcji estryfikacji, dla której ∆G	 = −3, 5 kJ mol−1.

Druga, podkreślana przyczyna chemicznej zmiany jest cz ↪esto mylona.

Wst ↪ep do ksi ↪ażki Warna o termodynamice w chemii [7] jest dobrze napisany,

choć zawiera znacz ↪acy b l ↪ad. Autor pisze na stronie 2, że s ↪a dwa prawa

rz ↪adz ↪ace zmian ↪a: jedno, że energia d ↪aży do minimum i drugie, że entropia

d ↪aży do maksimum. Kluczowym dla zrozumienia jest, że nie ma zasady

mówiacej o minimalizacji energii, zarówno w fizyce jak i chemii, jakkolwiek

taki obraz może jawić si ↪e jako wiarygodny. Wyobraźmy sobie pi lk ↪e tocz ↪ac ↪a

si ↪e w dolinie pomi ↪edzy dwoma wzgórzami. Jest wiadomym, że w realnym

świecie pi lka stopniowo stoczy si ↪e by ostatecznie zatrzymać si ↪e w dolinie

(osi ↪agn ↪ać minimum energii). Jednakże w idealnym świecie (szczególnie u-

kochanym przez matematyków), w którym brak jest tarcia mi ↪edzy pi lka

i powierzchni ↪a, pi lka b ↪edzie po prostu oscylowa tocz ↪ac si ↪e na dó l i do góry bez

końca. Ona nie szuka po lożenia odpowiadaj ↪acego minimum energii. Przy-

czyn ↪a, dla której pi lka zatrzymuje si ↪e w dolinie jest tarcie rozpraszaj ↪ace en-

ergi ↪e, przekazuj ↪ace j ↪a otoczeniu. Jedynym prawem rz ↪adz ↪acym zmianami

jest to, że entropia, która mierzy rozpraszan ↪a energi ↪e [4], d ↪aży do maksi-

mum. Dlatego ważnym jest, żeby mieć świadomość, że minimalizacja energii

Gibbsa jest tylko konwencj ↪a, aczkolwiek bardzo wygodn ↪a. Jednakże, rzeczy-
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Rysunek 3: Zmiana energii Gibbsa dla równowagi A + B � C + D,

∆G	 = 0. Minimum energii Gibbsa −3,43 kJ przypada przy ζ = 0,500 mol.

wist ↪a przyczyn ↪a d ↪ażenia energii Gibbsa do minimum jest to, że: ca lkowita

entropia uk ladu i otoczenia d ↪aży do maksimum.

Żeby otrzymać wyrażenie na sta l ↪a równowagi, energia Gibbsa musi

być napisana jako suma dwóch czynników: pierwszym czynnikiem jest liczba

post ↪epu reakcji pomnożona przez zmian ↪e standardowej energii Gibbsa. Drugi

czynnik jest spowodowany mieszaniem si ↪e substratów i produktów [2, 3].

(Entropii mieszania nie ma w przypadku równowagi heterogenicznej i dlatego

dla takich uk ladów, jak to wskazuje Logan [2], sumaryczna reakcja może

zachodzić, inaczej niż w przypadku równowagi homogenicznej.)

G = ζ∆G	 − T∆Smix (1)

Jest jasnym, że nawet w szczególnym przypadku, kiedy ∆G	 jest równe

zero, dla prostej homogenicznej równowagi A + B � C + D zmiana może

zachodzić dzi ↪eki entropii mieszania. Fizycznym wyt lumaczeniem tego jest

fakt, że mieszanina A z B jest bardziej uprzywilejowana ze wzgl ↪edu na en-

tropi ↪e niż substancje A i B oddzielnie. Dla takiego przypadku energia Gibbsa

zmienia laby si ↪e jak na Rys 3. Minimum wyst ↪epuje przy ζ = 0, 5 mol, co jest

zgodne z intuicj ↪a. Różniczkuj ↪ac równanie (1) po liczbie post ↪epu reakcji ζ
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(przy sta lej temperaturze)

∂G

∂ζ
= ∆G	 − T

∂∆Smix

∂ζ
(2)

Ogólne wyrażenie na doskona l ↪a entropi ↪e mieszania pochodzi z równania

Boltzmana S = k ln W , używaj ↪acego liczby sposobów rozk ladu rózróżnialnych

cz ↪asteczek po zastosowaniu przybliżenia Stirlinga. Jest to jasno wyt lumaczone

na stronie 281 w pracy Lewisa i Randalla [1]. (My zak ladamy ponadto sta le

císnienie i temperatur ↪e.) W obecnym rozumowaniiu nie s ↪a przyj ↪ete żadne

inne za lożenia ani przybliżenia. Ich równanie (21.5) może być przepisane

w nast ↪epuj ↪acy sposób

∆Smix = −Rf, f =
∑

j

nj ln(nj/n) =
∑

j

nj ln nj − n ln n (3)

gdzie R jest sta l ↪a gazow ↪a, nj jest ilości ↪a substancji (w molach) każdego

sk ladnika j, a n jest ca lkowit ↪a ilości ↪a substancji – sum ↪a poszczególnych ilości

nj. Żeby policzyć drugi cz lon równania (2) potrzebujemy regu ly  lańcucha 3

dla pochodnych cz ↪astkowych funkcji f

∂f

∂ζ
=
∑

i

(
∂f

∂ni

)(
∂ni

∂ζ

)
(4)

Drugi nawias można zidentyfikować na podstawie definicji liczby post ↪epu

reakcji (5), ∂ζ = ∂ni/nui, gdzie nui jest wspó lczynnikiem stechiometrycznym

reagenta i (np. +2 dla NH3, −1 dla N2, −3 dla H2 w równaniu syntezy

Habera-Boscha N2 + 3H2 � 2NH3)

∂ni

∂ζ
= vi (5)

Używaj ↪ac wyrażenia na funkcj ↪e f z równania (3) i różniczkuj ↪ac przy

za lożeniu sta lego ni, pierwszy nawias w równaniu (4) może być przekszta lcony

∂f

∂ni

=
ni

ni

+ ln ni −
n

n
− ln n = ln(ni/n) = ln xi (6)

3Opis można znaleźć w podstawowych podr ↪ecznikach matematyki.
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Końcowa elegancka postać tego równania wykorzystuje definicj ↪e u lamka mo-

lowego xi = ni/n. Podstawiaj ↪ac równanie (5) i (6) do równania (4) daje

nast ↪epuj ↪acy wynik, który nast ↪epnie może być przepisany z wykorzystaniem

w laściwości logarytmów

∂f

∂ζ
=
∑

i

νi ln xi =
∑

i

ln xνi
i = ln

∏
i

xνi
i (7)

Po l ↪aczenie równań (2), (3) i (7) daje ostateczny wynik

∂G

∂ζ
= ∆G	 + RT

∂f

∂ζ
= ∆G	 + RT ln

∏
i

xνi
i (8)

Jak stwierdzono powyżej, równowaga chemiczna ma miejsce, kiedy energia

Gibbsa jest w minimum, czyli ∂G/∂ζ = 0. Z równania (8), zachodzi to kiedy

∆G	 = −RT ln K (9)

gdzie

K =
∏

i

xνi
i (10)

Równanie (9) jest izoterm ↪a [3]. Jednakże pojawia si ↪e nowa cecha równania na

sta l ↪a równowagi (10) zależy ona wprost od entropii mieszania. (Zazwyczaj

spotykana postać Kp dla reakcji gazowych otrzymana przy wykorzystaniu

prawa Daltona dla gazów doskona lych, pi = xip, zauważaj ↪ac, że koniecznym

dla zdefiniowania standardowej energii Gibbsa jest sta le ca lkowite císnienie

równe císnieniu jednostkowemu, np. 1 bar.)

Graficznie jest to intuicyjnie jasne, że energia Gibbsa przechodzi przez

minimum, jednakże dotychczasowe argumenty pokazuj ↪a jedynie, że prze-

chodzi ona przez punkt zwrotny [t lum.: osi ↪aga ekstremum]. Luka ta wymaga

uzupe lnienia: druga pochodna musi zostać obliczona, gdyż musi być pokazane,

że jest ona dodatnia. Jak Deumiè i in.[8] zauważaj ↪a w tym czasopismie, ten

istotny krok jest rzadko podejmowany.

Szczegó lowe matematyczne rozumowanie pokaże, że druga pochodna

jest w istocie dodatnia w każdym przypadku. Ten matematyczy wniosek
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zapewniony, daje równocześnie wyrażenie na entropi ↪e mieszania i jest nie-

zależny od żadnego prawa fizycznego, nie wy l ↪aczaj ↪ac drugiej zasady termo-

dynamiki, decyduje o tym, że reakcja biegnie w kierunku minimum energii

Gibbsa.

Z równania (8) można zobaczyć, że

∂2G

∂ζ2
= RT

∂2f

∂ζ2
(11)

Zauważmy, że ten wynik jest niezależny od wielkości i znaku zmiany stan-

dardowej energii Gibbsa. Jedynym decyduj ↪acym czynnikiem jest entropia

mieszania. Jako, że RT nie może być ujemne, dowodz ↪ac że, ∂2f/∂ζ2 jest

dodatnie stanowi jednocześnie dowód, że energia Gibbsa ma minimum.

Z równania (7)

f ′ =
∂f

∂ζ
=
∑

i

νi ln xi =
∑

i

νi(ni/n) =
∑

i

νi(ln ni − ln n) (12)

Jeszcze raz jest potrzebna regu la  lańcucha. Dla jasności suma tym razem

b ↪edzie przebiegać po indeksie j

∂2f

∂ζ2
=

∂f ′

∂ζ
=
∑

j

(
∂f ′

∂nj

)(
∂nj

∂ζ

)
(13)

Pierwszy nawias z równania (13) można  latwo wyznaczyć pami ↪etaj ↪ac, że

n zawiera nj:
∂f ′

∂nj

=
νj

nj

− (
∑

i νi)

n
(14)

Drugi nawias z równania (13) można znaleźć stosuj ↪ac równanie (5). Po l ↪aczone

z równaniem (14) – daje to

∂2f

∂ζ2
=
∑

j

[
νj

nj

−
∑

i νi

n

]
νj =

∑
j

(
ν2

j

nj

)
−

(∑
j νj

)2

n
(15)

W ostatnim kroku zauważymy, że dwa sumowania
∑

i vi i
∑

j vj s ↪a

identyczne. Teraz zajmiemy si ↪e drugim cz lonem równania (15). Po pierwsze
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dokonajmy zatem ważnej aczkolwiek najwyraźniej trywialnej zmiany.(∑
j

νj

)2

<

(∑
j

|νj|

)2

(16)

B ↪edzie to prawd ↪a tak d lugo jak przynajmniej dwie wartości vj b ↪ed ↪a mia ly

przeciwny znak, co jest zapewnione, gdyż reakcje chemiczne maj ↪a przynajm-

niej jeden substrat i jeden produkt! Wstawienie nierówności (16) do równania

(15) daje:

∂2f

∂ζ2
>
∑

j

(
ν2

j

nj

)
−

(∑
j |νj|

)2

n
(17)

Nierówność Cauchy-Schwarza [9], która zachodzi dla liczb rzeczywistych aj i

bj ma postać: (∑
j

ajbj

)2

≤

(∑
j

a2
j

)(∑
j

b2
j

)
(18)

Używaj ↪ac oznaczeń aj = (|vj|/
√

nj) i bj =
√

nj nierówność (18) może być

zastosowana, a po uwzgl ↪ednieniu, że |vj|2 = v2
j przybierze postać:(∑

j

|νj|

)2

=

(∑
j

|νj|√
nj

√
nj

)2

≤

(∑
j

(
ν2

j

nj

))(∑
j

nj

)
(19)

Jako, że drugi nawias w tym wyrażeniu jest po prostu ca lkowit ↪a ilości ↪a sub-

stancji n, podzielenie przez n prowadzi do(∑
j |νj|

)2

n
≤
∑

j

(
ν2

j

nj

)
(20)

Podstawienie równania (20) do nierówności (17) pokazuje, że cz lon ∂2f/∂ζ2

jest dodatni a zatem, że energia Gibbsa jest w minimum w równowadze.

Wychodz ↪ac z entropii mieszania zosta lo pokazane, że energia Gibbsa

wykazuje minimum; przy jedynym znacz ↪acym za lożeniu b ↪ed ↪acym przybliże-

niem Stirlinga.

Wygl ↪ada na to, że jemu wspó lcześni wykazali si ↪e dalekowzroczności ↪a

graweruj ↪ac jego równanie na nagrobku Ludwiga Boltzmanna. Podaj ↪ac jego

9



równanie ma si ↪e matematyczn ↪a pewność, że energia Gibbsa osi ↪agnie mini-

mum w wyniku reakcji chemicznej. Jest w laściwym oddać ostatni ↪a uwag ↪e

Boltzmannowi [1], który przypisa l g lówny pomys l Gibbsowi: ,,niemożliwość

nieskompensowanego spadku entropii wydaje si ↪e być sprowadzane do niepraw-

dopodobieństwa” [≈ entropia nie może maleć, przyp. t lum.].

Jestem bardzo wdzi ↪eczny moim trzem by lym studentom, Rajesh Jena,

Michael Phillips i Julian Scarfe za pomoc w pisaniu programu komputerowego
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